Aula 8 — Matematica Financeira 1

Aula 8: A Formula de Black-Scholes

E possivel resolver analiticamente a equacio de Black-Scholes sob determinadas condicoes.
Comecemos pelo caso das opgoes europeias do tipo call, para o qual a equagao é re-escrita
com a notagao C(t,S) =V (t,S):

aC 1, ,0°C acC
- - - — = > .
(t,9) + S0P o (1,8) + 1SS (88) —rC(1S) =0, t 20 e §>0

A condigao final é dada por
C(T,S) = max{S — E,0}
e as condigoes de fronteira para S — 07 e S — 400 tomam a forma

lim C(¢,S) =0 e lim S—C(S) = Be "™ ¢

S—0+ S—+o0

Y
o

Este problema inclui quatro parametros dimensionais (o2, r, T e E).

Equacao com Coeficientes Constantes

O primeiro passo é tornar constantes os coeficientes desta equagao, que dependem da
variavel independente S. Para este efeito, faca-se

t =1T-— (%) T, S = Ee® e C(t,5) = Ev(r,z).

O resultado é a equacao diferencial

ov 0%v Ov
E(T’ r) = @(77 r) + (c— 1)%(7@) —co(T,x),

em que ¢ = 2r/o? é j4 um parametro adimensional. A condigao final (t = T') passa a ser
uma condigao inicial (7 = 0), da forma

v(0,2) = max{e® —1,0}.

As condigoes de fronteira (quando S — 07) e S — +00) sdo equivalentes as novas
condigoes de fronteira (quando z — £00)

lim o(r,z) =0 e lim e*—o(r,x) = e 2", 17 > 0.

T——00 r—+00
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Equacao de Difusao

Ao converter a equagao de Black-Scholes (com os coeficientes ja constantes) na forma
canoénica, obtém-se uma equagao de difusao. Para alcancar este objectivo, faz-se uma
nova mudanga de variaveis (mas desta vez apenas na variavel dependente):

o(r,z) = e Pu(r, ).

Os parametros reais a e 3 sao escolhidos de forma a anular determinados termos. A
equagao em u(T, ) passa a ser, omitindo a dependéncia das fungoes em relagao as variaveis
independentes 7 e x,

ou ) ou  d*u ou
ﬁu+§ = au+2a%+%+(0—l) (au+%) — cu.

O termo envolvendo a derivada parcial du/0z(7,z) anula-se se escolhermos o e [ a
satisfazer
0 =2a+c—1.

O termo em u(T, z) desaparece se
B =a"+(c—1a-—c
Estas duas equagoes tém a solugao tnica

o = —%(0—1) e B = —i(c+1)2.

Assim sendo, a mudanca de variavel dependente
v(r,x) = e_%(c_l);"’_i(ﬁl)%u(ﬁ x)
permite escrever a equacao de Black-Scholes na forma difusiva

2
%(TWZ(;) = %(7—,1’), T ZO (S -0 < r < +oc.

A condigao inicial fica na forma
U(O, l') = Imax {e%(CJrl)x _ e%(cfl)x’ O} .

As condigoes de fronteira passam a ser

. L)1 2
IEEHOO e~ 3lc Dz—3(c+1) TU(T, ZL‘) -0
© 2
. L)1 2 —2r
wl_{g_loo e — e 5(c=Dz—7(c+1) T’LL(T, .T) - e 027’

para 7 > 0.
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Verifica-se, facilmente, que a equacgao de difusao esta escrita na forma canoénica e que
o seu discriminante ¢ nulo, o que mostra que se trata de uma equacao parabdlica. E por
este facto que a equacao de Black-Scholes é, também, parabdlica.

Qualquer problema de valor inicial da forma

gﬁ(Ta:):gx(Ta:) T2>20 e —o00 < x < +00,

w(0,2) = uo(x)

tem solugao tnica desde que wug(z) seja uma fungao bem comportada (por exemplo, con-
tinua excepto num nimero finito de pontos) e desde que wuy(x) ndo cresga muito rapida-
mente quando |z| — 400, ou seja, desde que exista uma constante a > 0 tal que
lim  wu(z)e™ ™ = 0.
|| —+00
Se assim for, a solugao (7, z) varia continuamente com wugy(z). A formula analitica para
a solucao é dada pelo integral de Poisson

+00
-1 (x—s)Zd
= 4T .
u(T, ) Qﬁ / Je S

Estamos preparados para resolver o problema de valor inicial proveniente da equacgao
de Black-Scholes. Em primeiro lugar, observamos que

uo () ' max {e%(cﬂ)m — ezl O} = max {e%(cfl)’”(el‘ —1), O} .

é uma funcao bem comportada, por ser C'*° em toda a recta real a excepcao de um ponto.
E facil verificar (e fica relegado para um exercicio) que () nio cresce muito rapidamente
quando |z| — 400, no sentido exposto em cima.

Precisamos de calcular a expressao do integral de Poisson para esta fungao ug(z). Para
o efeito, comegamos por notar que, atendendo & expressao para ug(x),

1 e L(c+1)s L(e—1)s —L(z—s)?
u(r,x) = e2 — ez )e ir ds.

2\/1mT
Para escrever este integral de forma mais resumida efectua-se a mudanga de variavel
y=(s—12)/V21 <= s =1+ 27y, o que resulta em

1 _ 1,2 l _ 1,2
U(T,m _ 2 (c+1)(z+V27y) e 2Y dy _ e2 (c— 1)(:(:+\/27'y)€ 5Y dy.

\ 2T /;v/\/? V 2 /;x/\/ﬂ

Calculemos o primeiro integral, completando o quadrado,

2
f+x0/0\/§62(c+1)(a:+\/§y —142 dy = e3lctl)z f+x07\/§€4(6+1) e —3(y—3(c+1)v27) dy
L x c +o0 —1,2
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O segundo integral seria calculado de forma semelhante. Logo, se recorrermos & fungao
de distribui¢do (cumulativa) de uma lei de probabilidade normal de média 0 e desvio
padrao 1, dada por

1 d
N(d) = E/ 6_%52 dS,

podemos escrever que
u(r,z) = ez TN () — ealemDeaD T N (gy)

com

T 1 T 1
d = —+ = 1)v2 dy = — + =(c—1)V2r.
. _27+2(c+ W2r e 2 _27+2<c )V2r

Agora, ha que fazer as mudancgas de varidveis em sentido inverso para determinar a
solugao da equagao de Black-Scholes nas variéveis originais. Em primeiro lugar, escreve-se
a solugao como

1

o(r,z) = e 2 VeRE DTy 0y = "N (dy) — e 22 N(dy).

Depois, multiplica-se ambos os membros desta igualdade por F e escreve-se a solugao nas
variaveis originais C(t,S), t e S

C(t,S) = SN(dy) — e " T DEN(dy),
em que

log(S/E) + (r+ 302) (T —t) . log(S/E) + (r — $02) (T — t)

di = (S - 2 )
! o1 —t ? oV —t
com S >0et € [0,7). Quando t = T, a formula ¢ dada por C(T,S) = max{S —
E,0}. Obtivémos, assim, a expressao analitica da equagdo de Black-Scholes, conhecida
por formula de Black-Scholes, para o preco de op¢oes europeias call.

A figura seguinte mostra o grafico de C' (¢, 5) quando F =4, r = 0.05 e 0 = 0.2, para
valores de ¢ compreendidos entre ¢y = 0 e T' = 4 e valores de S a variar entre S, = 2 e
St = 6.
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De seguida reproduzem-se os graficos de C'(t, S) para varios valores de t a aproximarem-
se da maturidade.

Exercicios

1. Prove que o problema de valor inicial definido pela equagao de difusdo (com a
condigao inicial proveniente da equagao de Black-Scholes) satisfaz as condigoes exigi-
das para que a solugao u(T, z) seja tnica e varie continuamente com ug(z).
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2. Mostre que a formula de Black-Scholes satisfaz, no limite, a condigao final C(T', S) =
max{S — E,0}, para todo o S > 0, e as condi¢oes de fronteira

lim C(¢,9)=0 e lim S—C(tS) = Ee ™

S—0F S—4o00
para todo o t € [0,7).

3. Deduza a féormula de Black-Scholes para o preco de opgoes europeias put.



